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CAPÍTULO 13 – SÓLIDOS 
 

ÍNDICE 
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 13.6.2- Massa Efetiva do Elétron no Cristal 
 13.6.3- Funções de Bloch e Modelo de Kronig – Penney 
 13.6.4- Funções de Onda de um Elétron num Potencial Periódico 
Geral – Facultativo 
 13.6.5- Solução da Equação de Onda nas Fronteiras das Zonas de 
Brillouin - Facultativo 
13.7- Metais, Isolantes e Semicondutores 
13.8- Teoria de Semicondutores 
13.9- Dispositivos Semicondutores 
 13.9.1- Introdução 
 13.9.2- Junção p-n 
 13.9.3- Diodos 
 13.9.4- Transistores 
 
Nessa apostila aparecem seções, sub-seções e exemplos resolvidos intitulados como 
facultativos.  Os assuntos que se referem esses casos, podem ser dispensados pelo professor 
durante a exposição de aula sem prejuízo da continuidade do curso de Estrutura da Matéria. 
Entretanto, é desejável que os alunos leiam tais assuntos e discutam dúvidas com o professor 
fora do horário de aula. Fica a cargo do professor a cobrança ou não dos tópicos facultativos.  
 
Excluindo os tópicos facultativos, esse capítulo deve ser abordado no máximo em 6 aulas de 
quatro créditos. 
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Lista de Exercícios 
 
1- Explique a afirmação segundo a qual o principio Pauli impede que os sólidos possam 
colapsar atingindo um volume nulo. 
 
2- Justifique a afirmativa de que um sólido é uma molécula gigante. Pode-se considerar uma 
molécula diatômica como um pequeno sólido? Justifique. 
 

3- Encontre a densidade numérica superficial N
A

σ = de partículas em termos da distância 

entre vizinhos próximos  para as redes bidimensionais mostrada na Figura abaixo:  (a) 
Triangular, ou Hexagonal , (b) Quadrada  e, (c) Com uma forma de colméia de abelhas . 
a

 
 

a  
aa  

 
 
 
 
 
 

Resp.: (a) 2

2 1
3 a

 , (b) 2

1
a

 , (c) 2

4 1
3 3 a

 

 
4- Assumindo somente interações de energia ε−  entre vizinhos próximos, encontre a energia 
por partícula das três redes da questão (3). 
 

Resp.: (a) 3ε−  , (b) 2ε− ,  (c) 3
2
ε−  3 

1 

2  
5 - Na rede hexagonal da Figura ao lado, partículas 1 e 2 são 
vizinhas próximos, e as partículas 1 e 3 são vizinhas em segunda 
aproximação. Cada partícula tem 6 vizinhos próximos. Quantos 
vizinhos de segunda aproximação têm cada partícula? Quantos 
vizinhos de terceira aproximação têm cada partícula? 
 
 
6- Encontre a densidade numérica volumétrica ρ de partículas em termos da distância  entre 
vizinhos próximos  para uma rede tridimensional:  (a) SC , (b) FCC  e, (c) BCC. 

a

 

Resp.: (a) 3

1
a

  ,  (b) 3

4
a

  ,  (c) 3

2
a

 

 
7- Esferas rígidas são empilhadas de modo a formar estruturas SC, FCC e BCC, como 
mostrado na Figura abaixo. A primeira Figura mostra, numa das faces, quatro das oito esferas 
da estrutura SC, a segunda mostra, numa das faces, cinco das quatorze esferas da estrutura 
FCC e a terceira mostra, na diagonal, três das nove esferas da estrutura BCC. Em todas as 
Figuras, as esferas preenchem o máximo de volume no interior do cubo de lado . Mostre que 
as frações  do volume ocupado pelas esferas são respectivamente 52  , 74%  e  . 
(Sugestão:  Usando como base as Figuras ao lado encontre o raio 

a
f , 4% 68%

R de cada esfera e calcule o 
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volume  de todas as esfera  para cada uma das estruturas. Em seguida, divida o resultado 
pelo volume do cubo). 

esfV
3a

 

R

a

R  

aa  

R
SC 

 

 
 
 
 
 
 
 
 BCC FCC
 
8- Mostre que o conjunto de vetores  ( )1 2 3ˆ ˆ ˆR a n x n y n z= + + , onde , ,  são inteiros 
arbitrários e , ,   

1n 2n 3n
x̂ ŷ ẑ

são vetores unitários cartesianos, dá as posições das partículas em uma rede cúbica simples 
(SC). 
 
9- Mostre que os vetores ( 1 2ˆ ˆ)R a n u n v= + , onde ,  são inteiros arbitrários e  e    são 
vetores unitários dados por 

1n 2n û v̂

ˆ ˆu x=        , ( )1ˆ ˆ 3
2

ŷ= +v x  

 
dão as localizações dos sítios em uma rede hexagonal bidimensional. 
 
10- Os vetores de uma rede recíproca para uma rede hexagonal são dados por  

( *
1 2

2 ˆ ˆG m u m
a

)*vπ
= +  onde e,  são inteiros arbitrários e u  e  v   são vetores definidos de tal 

forma que 

1m 2m *ˆ *ˆ

* *ˆ ˆ ˆ ˆ 0u v v u= =i i         , u u* *ˆ ˆ ˆ ˆ 1v v= =i i  
 
Encontre  e v  em termos dos vetores unitários  e y  usando os vetores unitários  e  
definidos na questão 8. Mostre ainda que e

*û *ˆ x̂ ˆ û v̂
1iG R =i . 

 
11- Se um feixe de raios X, de comprimento de onda 0, 2nmλ = , incide sobre uma rede 
cristalina e observa-se um raio espalhado num angulo  na primeira ordem de difração 
( ), encontre: (a) a separação  entre os planos cristalinos da rede e, (b) a energia do fóton 
de raios X. 

42oθ =
1n = a

 
Resp.: (a)   ,  (b) 0,15a n= m 6, 2E keV=  
 
12- Se a experiência descrita na questão 10 fosse realizada com nêutrons de mesmo 

comprimento de onda , 0,2h nm
p

λ = =  ,   qual seria a energia do nêutron sabendo-se que sua 

massa é 271,7 10M kg−= × . 
 
Resp.: 0,02E eV=  

 124



13- Sabe-se que a esfera de Fermi evolui com uma velocidade ( ) ( ) (0 0F Fv m k= ) , onde ( )0Fk  
é o raio da esfera no espaço dos momentos em 0T = . Tal esfera é formada por orbitais 

( )2x xk L nπ= , ( )2y yk Lπ= n , ( )2z zk L nπ= , onde L  é o tamanho dos lados de uma caixa 
cúbica correspondentes as dimensões da amostra metálica e , ,  são números inteiros. 

Cada orbital tem um elemento de volume 
xn yn zn

( 33 2xV k Lδ π= = )
z

 representado por um pequeno cubo 
de lados  para . Mostre que a energia do nível de Fermi é x yk k k= = 1x y zn n n= = =

2 32 3
2F

N
m V

πε ⎛ ⎞= ⎜ ⎟
⎝ ⎠

calculando o número total  de elétron no interior da esfera de Fermi.  

(Sugestão: Faça o calculo  de  dividindo o volume 

N

N ( )34 03 Fkπ  pelo volume Vδ de um orbital 

levando em conta o fato que cada orbital pode ocupar até dois elétrons). 
 
 
14- Experimentalmente, encontra-se que a resistividade do cobre a temperatura ambiente é 

81 1,7 10 .
E

r
κ

−= = × Ωm m. A separação média de átomos de cobre é da ordem de  e cada 

átomo contribui na condução de elétrons, resultando numa densidade 

0.2a n=

3

1
a

ρ ≈ . (a) Encontre o 

tempo de relaxação τ  no metal, o livre caminho médio l  de um elétron de condução e 
compare-o com a distância interatômica a . (b) Sabendo-se que a energia de Fermi do cobre é 

7,0F eVε = , encontre a velocidade de Fermi  de um elétron nesse metal. Fv
 
Resp.: (a)  ,     ,  (b)  142,0 10 sτ −= × 31l n= m s61,6 10 /Fv m= ×
 
15- O modelo de bandas de energia em um cristal pode ser descrito também por um método 
teórico denominado de Método da  Ligação Compacta que é análogo ao que se fez com a 
molécula de 2H +  no capítulo 11.  Nesse método a função de onda do elétron ( )xψ  é dada por 

uma superposição de  orbitais iônicos N ( )n xφ  que compõem o cristal, isto é                                            

                                                     ( ) ( )
1

N

n n
n

x C xψ φ
=

= ∑                                                               (15.1) 

onde, para um caso particular de um elétron  num caroço iônico de sódio centrado em 3s
nx R= , 

                                                     ( ) ( )3n s nx x Rφ φ= −                                                               (15.2) 
 
e, são constantes a serem determinadas. Para o problema em questão, a equação de 
Schrödinger independente do tempo, é: 

nC

 

                                                                                                       (15.3) ( ) ( )
1

N

N
n

K V x E xψ ψ
=

⎡ ⎤+ =⎢ ⎥⎣ ⎦
∑

onde o operador energia cinética é 
2 2

22
dK

m dx
⎛ ⎞

= −⎜ ⎟
⎝ ⎠

. Do fato que cada ( )n xφ é uma função 3  

correspondente a uma energia potencial  localizada em 

s

nV nR , então 
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                                                        [ ] ( ) ( )N n nK V x E xφ φ+ =                                                    (15.4) 
 
onde  é a energia do estado . Substitua a eq. (15.1) na eq. (15.2) e mostre que 0E 3s
 

                                    
( ) ( )
( ) (

1 0 2 1 2 1 0 3 2

1 1 0 1 1 2 2

..... ..... ......

..... ......
N

N N N N N

C E V V C V E V V

C V V E E C C C

φ φ

φ φ φ φ−

+ + + + + + + + + +

+ + + = + + + )
N                 (15.5) 

 
16- No exercício anterior, as constantes  que a parecem na eq. (15.5), podem ser 
determinadas multiplicando-se essa equação por 

nC

nφ  e então integrando-se sobre todos os 
valores de . Procedendo-se os cálculos, é possível executar um determinado número de 
simplificações e aproximações na equação resultante. Por exemplo, como  é grande somente 
nas vizinhanças do sítio 1,  nas vizinhanças do sítio 2, e assim por diante, espera-se que 
qualquer integral envolvendo sítios afastados seja relativamente pequena. Essas integrais são 
análogas as integrais de sobreposição obtidas na maioria das ligações moleculares. Dentre 
essas integrais pode-se destacar: 

x
1V

2V

 
                                                1 1 3 0V dxφ φ ≈∫     ou      1 2 3 0V dxφ φ ≈∫                                           (16.1) 

 
Por outro lado, integrais envolvendo sítios que são vizinhos adjacentes, tais como: 
 
                                                               12 1 1 2J V dxφ φ= ∫                                                           (16.2) 

 
não podem ser desprezadas e, é uma medida da probabilidade de um elétron tunelar de um 
sítio para o seu vizinho. Para esses vizinhos adjacentes, tais probabilidades são sempre iguais, 
isto é: 
                                                          12 21 1nnJ J J − J= = =                                                         (16.3) 

 
Existem ainda duas outras integrais de sobreposição de vizinhos próximos, do tipo: 
 
                                          e       ( )2 1 3 2Q V Vφ φ= +∫ dx 2 1 1 2I dx dxφ φ φ φ= =∫ ∫                              (16.4) 

 
que devem ser considerados nos cálculos, onde  é um potencial médio de interação de um 
elétron no sítio 2 com os caroços iônicos vizinhos 1 e 3, e 

Q
I  é um termo de interferência 

quântica que ocorre na integral de normalização da autofunção ( )xψ . Enquanto Q  e I  são 
correções que devem ser incluídas nos cálculos rigorosos da energia eletrônica, elas não 
contribuem para o valor total da energia uma vez que simplesmente deslocam sua referência 
como um todo. A partir dessas discussões e da condição de normalização 2 1n dxφ =∫ , mostre 

que a eq.  (15.5) do exercício anterior se reduz, a: 
 
                                                       ( ) ( )0 1 1 0n n nC E E C C J− +− + + =                                           (16.5) 
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Npara . Note que, se 1,2,3,.....,n = 0J = , a solução para a energia é exatamente a energia 
atômica localizada . Entretanto, para 0E 0J ≠ , cada  é acoplado aos seus sítios vizinhos nC 1nC −  
e , por esse pequeno termo de tunelamento quântico. 1nC +

 
17- No exercício anterior, a eq. (16.5) compõe um sistema de  equações homogêneas e  
incógnitas  , que pode ser difícil de ser manuseada. Um procedimento de solução mais 
simples baseia-se na suposição de que o tunelamento do elétron sobre um anel com   sítios 
resulta numa solução de uma onda progressiva dada, por 

N N
nC

N

                                                                                                                               (17.1) nikR
nC Ce=

 
onde é o número de onda associado ao movimento eletrônico, e  é uma constante de 
normalização. As posições 

k C
nR  dos  iôns podem ser tomadas como , ou N ( )0, ,2 ,......, 1a a N a−

                                                   ,             ( )1nR n= −  a    N1,2,......,n =                                  (17.2) 
 
(a) Substituindo-se a eq. (17.1) na eq. (16.5), mostre que: 
 
                                                        0 2 coskE E E J ka≡ = +                                                      (17.3) 

 
Essa equação revela que os níveis de energia  dos elétrons são ainda , entretanto, agora 
com uma correção de tunelamento que depende de . Essa correção é responsável pelas 
bandas de energia no cristal como no gráfico abaixo, que mostra o comportamento de  em 
função de , para a primeira zona de Brillouin 

kE 0E
J

kE
k [ ],a aπ π− + , de acordo com a eq. (17.3). 

 
 

 

aπ− aπ+ k

kE
0 2E J+

0 2E J−
0E

0

 
 
 
 
 
Outras bandas de energia correspondentes a outros orbitais atômicos podem também ser 
obtido. Estados de energias mais baixos, tais como 1 ,  e  para o exemplo do sódio, são 
tão compactos que raramente permitem tunelamento eletrônico (  ). Por outro lado, 
estados mais elevados, tais como  e assim por diante, raramente confinam elétrons. As 
regiões entre as bandas de energias permitidas para cada estado definem os “gaps” de 
energias proibidas. 

2 ,s s 2 p
0J =

3 ,3 ,p d

 
(b) De acordo com a condição de contorno periódica, quando o elétron alcança o sítio 1N + , 
assume-se que ele retorna ao sítio 1. Use esta condição na eq. (17.1), tal que 1NC + 1C= , para 
mostrar que, , ou seja, que os valores permitidos de  na banda de 
energia, são 

cos 1kNa isenkNa+ = k

                                                       2k n
L
π

=             com,   0, 1, 2,......n = ± ±                             (17.4) 

onde L Na=  é o comprimento do cristal. 
 



18- A largura da banda proibida que separa a banda de valência da banda de condução do 
silício é 1,  à temperatura ambiente. Qual é o comprimento de onda de um fóton capaz de 
excitar um elétron do topo da banda de valência para a base da banda de condução? 

14eV

 
Resp.: 1,09 mλ µ=  
 
19- Um fóton com um comprimento de onda de 3,35 mµ  tem exatamente a energia suficiente 
para excitar um elétron da banda de valência para a banda de condução de um cristal de 
sulfeto de chumbo. (a) Determine a largura da banda proibida do sulfeto de chumbo. (b) 
Determine a temperatura T para a qual  é igual à largura da banda proibida.  kT
 
20- Considere um pequeno cristal cúbico de silício com 100  de aresta. (a) Sabendo-se que 
para o silício a massa atômica 

nm
28M g= e densidade , calcule o número total  

de átomos de silício no cristal. Use o número de Avogadro . (b) 
Sabendo-se que a banda de condução do silício tem uma largura de 13  e que existem 4  
estados nesta banda, onde o número 4  se refere a quatro funções de onda espacialmente anti-
simétricas ( uma para o orbital  e 3 para o orbital 3 ) , estime o valor da distância entre 
estados adjacentes na banda de condução. 

32,33 /g cmρ = N
236,06 10 /AN partículas mol= ×

eV N

3s p

 
Resp.: (a) ,  (b)  75,01 10× 86,5 10 eV−×
 
21- Sabendo-se as configurações eletrônicas dos seguintes elementos: Silício (Si): , 
Alumínio (Al): , Fósforo (P): , que tipo de semicondutor é obtido quando o 
silício é dopado (a) com alumínio, (b) com fósforo? Justifique. 

2 2.....3 3s p
2.....3 3s p 2.....3 3s p3

K

 
Resp.: (a) tipo p  ,   (b) tipo n 
 
22- Utilizando-se a equação da corrente elétrica total do lado n para o lado p numa junção p-n 
polarizada diretamente,  determine a tensão de polarização  para a qual o termo exponencial  
(a) é igual a 10 , (b) é igual a , quando a temperatura é 

bV
0,1 300T = . (c) Calcule a variação 

percentual da corrente elétrica total do lado n para o lado p numa junção p-n polarizada 
diretamente quando a tensão de polarização  aumenta de 0,  para 0, . bV 1V 2V
 
Resp.: (a)   ,  (b)  59,6mV 59,6mV−
 
23- Sabe-se que a curva característica corrente – tensão de um diodo ideal de silício é 

.  Supondo-se que ( /
0 1b BeV k Ti i e= )− 0,025Bk T eV=  (temperatura ambiente) e , (a) mostre 

que a resistência do diodo é  para pequenas tensões inversas. ( Sugestão: Faça uma 
expansão em série de Taylor da função exponencial ou use uma calculadora e escolha um 
valor pequeno e negativo para ). 

0 1i n= A
Ω25R M=

bV
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